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Chapitre1:

Rappels d’algebre commutative

De nombreux problémes, issus des mathématiques ou d’autres domaines, se ramenent a résoudre ou
prouver I'existence de solutions d'un systeme d’équations a une ou plusieurs inconnues. Deux approches
complémentaires ont été développées dans ce sens : 'une numérique et ’autre symbolique, celles-ci
pouvant naturellement s’articuler. Grosso modo, une approche numérique, par exemple la méthode de
de Newton, vise a calculer des solutions approchées pour des fonctions différentiables, alors qu'une
approche symbolique porte sur les solutions exactes de fonctions polynomiales. Dans ce cours, on
s’'intéresse a la deuxieme approche.

Les premiers exemples faisant intervenir des systemes d’équations polynomiales a plusieurs variables
sont issus de la géométrie. Par exemple, dans le plan euclidien muni des coordonnées x, y, on veut
calculer I'intersection d'un cercle de centre (a, b) et de rayon R d’équation (x — a)? +( Y- b)?2 = R avec une
hyperbole d’équation xy = a, et donc trouver les solutions du systeme

{x2+y2—2ax—2by+a2+b2—R =0

xy—a = 0.

Dans le cadre des travaux dirigés et/ou pratiques, on verra également que des problemes issus de la
cryptologie ou de I'optimisation sous contraintes peuvent se ramener a des systemes polynomiaux.

Comme on le verra, la recherche de solutions d'un systéme polynomial est étroitement lié a la théorie
de I’élimination. On peut d’ores et déja mentionner deux cas particuliers pour s’en convaincre. 1. Pour
savoir si deux polynémes en une variable ont une solution complexe commune, on calcule leur pgcd
par I'algorithme d’Euclide, celui-ci consistant a éliminer itérativement des monomes de hauts degrés.
2. Pour calculer les solutions d’un systeme linéaire de plusieurs inconnues, on trigonalise le systeme
grace au pivot de Gauss, méthode consistant a éliminer itérativement des inconnues dans les équations.
Dans le cas des systemes non linéaires a plusieurs variables, on aura besoin d’outils permettant d’étendre
I'algorithme d’Euclide ou la méthode du pivot de Gauss. Ces outils sont appelés résultant et bases de
Grobner.

Le plan de ce cours est le suivant : on commence par quelques rappels d’algebre commutative sur les
polyndmes dans le chapitre courant, on introduit le résultant et ses propriétés dans le chapitre 2, la théorie
des bases de Grobner dans le chapitre 3 et enfin les applications de ces outils a la géométrie algébrique
sous un angle algorithmique dans le chapitre 4. L'adjectif algébrique provient du fait que les objets
géométriques que I'on considere sont définis par des équations polynomiales, i.e., qui ne dépendent que
d’opérations algébriques en les inconnues : sommes, produits et produits par des scalaires.



1.1. Polynémes multivariés

On fixe un ensemble xi,..., x; d'indéterminées. Les mondmes en ces indéterminées sont les d-uplets
d’entiers a = (ay,...,a4) € N9, qu’on note simplement x% = xf“ ...xgd; on note de plus 1 = x©0-0 1e
degré de x® estla somme a; + -+ a4. Un polynéme f(xy,...,x;) a coefficients dans un corps K en les
indéterminées x; ..., x4 est une combinaison linéaire formelle finie de monomes :

fOxa,enxa) = Y fax®  fa€K, presque tout fp =0,

aeNd

On note K[xj,...,x4] 'ensemble des polynémes en x;,..., x; a coefficients dans K. Afin d’alléger les
notations, lorsque le contexte est clair, on ne note pas les indéterminées d’'un polynéme, i.e., on note
simplement f € K[xy,...,x4] I'élément f(xy,...,x;). On appelle degré de f, noté deg(f), le plus haut degré
d’'un x? tel que f, # 0. Etant donnée une nouvelle indéterminée ¢, un polynéme multivarié f(xi,..., X4, )
peut étre vu comme un polynéme univarié en ¢ a coefficients dans K[xy, ..., x4] :

n
fOa,, X ) = Y felen,en, )t felx,..., xa) €Klxy, ..., x4
k=0

Quitte a supprimer des termes, on peut supposer que f,(x,...,Xs) est non nul, et on appelle n le degré
relativement a t de f(x1,..., x4, 1), noté deg,(f).

On appelle support de f € K[xy,...,x4], noté supp(f), I'ensemble des mondémes figurant avec un
coefficient non nul dans f :

supp(f) = {x* | fa#0}.

Exemple 1.1.1. Dans les exemples, on considere souvent polyndmes de 2 ou 3 variables, notées x, y
ou Xx, , z au lieu de xy, x2 ou x1, X2, X3, respectivement. Par exemple,

3
fx,y2) = 2x°y*z+ §y4z2 —3xyz+y?
est un élément de Ql[x, y, z] tel que f(3.2,1) =2, fo,4,2 =372, fu,1,1) = -3 et fo,20)=2.0na
deg(f) = 6, deg,(f) =3, deg,(f) =4, deg,(f) =2, supp(f) = {*y?z,y* 2% xyz, y*}.

On rappelle que K[xi,..., x4] est muni d'une structure d’algebre, ot la multiplication par un scalaire
consiste a multiplier les coefficients par ce scalaire, la somme de deux polynémes consiste a sommer
les coefficients figurant devant le méme monome et le produit est obtenu en étendant par bilinéarité le
produit de deux mondmes x%xP = x5,

Un idéal de K[x,..., x4] est un sous ensemble I de K[x,..., x4] vérifiant les trois propriétés
e 0€1,

e pourtout f,gel,onaf+gel,

e pourtout felettout geKlxy,...,x4l,ona fgel.

Etant donnée une famille de polynémes F < K[x,...,x4], on note I(F) I'idéal engendré par F, i.e.,
I’ensemble des combinaison finies d’éléments de F a coefficients dans K[x;,..., x;] :

I(F) = {feKlxy,...,xq] | 3fi,....fs€F g1,...,8s €Klx1,..., x4l telsque f = fig1 +--- + figs}-

On dit qu'un idéal I de K[x;,...,x4] est de fype fini s’il existe une famille finie F c I telle que I = I(F). Si
F={fi,..., fs}, onnote simplement I(fi,..., f5) aulieude I({f,..., fs}). On verra dans le théoreme 3.3.3
que tout idéal de K[xy, ..., x4] est de type fini.



Etant donné un idéal I de K[x,..., x4], on note K[x,..., x4]/I I'espace quotient induit par la relation
d’équivalence
=18 © [f-gel
Les opérations d’algebre de K[x;,..., x4] passent toutes au quotient, de sorte que K[xy,...,x;]/I est une
algebre pour les opérations suivantes, ou [f]; et [g]; désignent les classes de f et g dans K[xy,...,x4]/1:

Alflr = [Af], flr+1glr = [f+8ln [f1:1g]r = [fgl

Enfin, a tout polynéme f € K[xy,..., x4], on peut associer une fonction polynomiale, que I'on note
encore f par abus de notation :

f: K - K

d
a=(a,...,aq) — f@=)Y faa;'...a5 .
aeNd
On note que si K est une cloture algébrique de K, alors tout f € K[x,...,x4] peut étre vu comme un

114 2 s ) . s . —d —
élément de K[xy,...,x4], si bien qu'on peut associer a f une fonction de K dans K. On note alors Z(f)
I’ensemble des zéros de cette fonction :

—d
Z(f) = faek’ | f@=0}.
Lensemble Z(f) permet de donner un sens géométrique a la relation d’équivalence =;. Un ensemble

de polyndémes F = {f},---, fs} S K[x1,..., Xx4] peut étre pensé comme un ensemble d’équations sur K ou

Kd, 'ensemble des solutions de ces équations étant précisément Z(F) = Z(f;) N ---n Z(f;). Etant donnés
deux polynomes f, g € K[x,...,x4], 'équivalence f =) g signifie que les restrictions de f et g sur Z
induisent la méme fonction. En d’autres termes, 1’algébre quotient K[xy,..., x;]1/I(F) peut étre pensée
comme étant I’algebre des polyndomes sur Z.

1.2. Polynomes d’'une seule variable

Dans cette section, on s’intéresse a la structure de I'algebre K[x], i.e., lorsque d = 1 et que 'on
note simplement x = x;. Dans le cas univarié, I’algébre polynomiale a une structure plus riche que
dans le cas multivarié puisqu’elle est munie d’'une structure euclidienne, i.e., il existe un algorithme de
division euclidienne. Etant donnés p(x),d(x) € K[x], la division euclidienne de p(x) par d(x) fournit un
quotient g(x) et un reste r(x) tels que p(x) = q(x)d(x) + r(x) et deg(r(x)) < deg(d(x)). L'existence d'une
division euclidienne implique que K|[x] est principal, i.e., tous les idéaux de K[x] sont engendrés par un
seul élément; on dit qu'un tel idéal est principal.

Lalgorithme d’Euclide permet de calculer par divisions euclidiennes successives un plus grand
diviseur commun de deux polynémes f(x) et g(x). Ce plus grand commun diviseur est unique a multiplica-
tion par une constante non nulle pres, et on note pged(f(x), g(x)) le plus grand diviseur commun unitaire,
i.e., dontle coefficient de plus haut degré est égal a 1. On rappelle de plus que I'idéal I (f(x), g(x)) engendré
par f(x) et g(x) estl'idéal principal I (pged(f (x), g(x))), engendré par leur pged. Deux polynomes sont dits
premiers entre eux si leur pged est égal a 1, ce qui signifie qu’ils n’ont aucun facteur commun. D’apres le
théoreme de Bézout, il existe des polyndmes A(x) et B(x) tels que A(x) f(x) + B(x)g(x) = pged(f(x), g(x)),
de sorte que f(x) et g(x) sont premiers entre eux si et seulement si ils n’'ont aucune racine commune
dans K. On rappelle enfin le théoréme de Gauss.

Théoreme 1.2.1 (Théoreme de Gauss). Soient f(x), g(x) et h(x) trois polynomes a coefficients dans K tels
que f (x) divise le produit g(x)h(x). Si f (x) et g(x) sont premiers entre eux, alors f(x) divise h(x).



Chapitre 2 :

Résultants

2.1. Résultants et facteurs communs

Pour motiver le résultant, on commence par considérer deux polynémes f(x) et g(x) en une variable x
a coefficients dans un corps K et de degrés respectifs n et m :

n m
f(x) = Z kak’ g(x) = Z gkxk! fk:gk ek, fngm # 0.
k:O k:0

On se pose la question de tester si les deux polyndmes sont premiers entre eux, ou de facon équivalente
s’ils n’ont aucun facteur commun. On pourrait calculer pged(f(x), g(x)) grace a I’algorithme d’Euclide,
ce qui amenerait a faire des divisions dans K. On peut éviter de faire ces divisions en se ramenant a un
calcul de déterminant, appelé le résultant de f(x) et g(x), noté res(f(x), g(x)). On a pour cela besoin du
lemme suivant.

Lemme 2.1.1 ([1, Lemme 3.5.6]). Les deux polynémes f(x) et g(x) ont un facteur commun si et seulement
s'il existe A(x), B(x) € K[x] tels que

1. A(x) et B(x) sont non nuls,
2. deg(A(x)) <m—1etdeg(B(x))<n-1,
3. A(x)f(x)+B(x)g(x)=0.

Démonstration. On suppose d’abord que f(x) et g(x) ont un facteur commun p(x) € K[x], de sorte
qu’il existe fi(x),g1(x) € K[x] non nuls avec deg(fi(x)) < n—1,deg(g1(x)) < m—-1, f(x) = fi(x)p(x)
et g(x) = g1(x)p(x). Les polyndmes A(x) = g1(x) et B(x) = — f1(x) vérifient alors les trois conditions
voulues. On suppose réciproquement I'existence des polyndomes A(x) et B(x) vérifiant les trois conditions
et on montre par I'absurde que f(x) et g(x) ont un facteur commun. Si f(x) et g(x) étaient premiers entre
eux, alors d’apres I'égalité A(x) f(x) = —B(x)g(x), le théoréeme de Gauss implique que f(x) divise B(x).
On arrive a une contradiction puisque B(x) est non nul et que deg(B(x)) < deg(f(x)), de sorte que f(x)
et g(x) ont un facteur commun. O

Etant donné un entier k, on désigne par K[x] I'ensemble des polyndmes de degré au plus k : il s’agit
d’un espace vectoriel de dimension k + 1 avec pour base 1, x, ..., x*. On considere I'application

¢rg: Kixlp1oKixlp-1 — Kixlpem-1

(A(x),B(x)) — A(x)f(x)+B(x)g(x).



Onremarque que ¢ r,; est une application linéaire, i.e., étant donnés deux couples (A(x), B(x)) et (A’ (x), B'(x))
dans K[x],,-1 ® K[x],,—1 et un scalaire 1 € K, on a

@f,g(Ax) + 1A (x), B(x) + AB'(x)) = (A(x) +AA'(x)) f(x) + (B(x) + AB'(x)) g(x)
= (A f(x) +B(x)gx) + A (A'(x) f(x) + B'(x)g(x))
= @fg(A(X), B(x) + Apf g (A'(x), B'(x)).

D’apres le lemme 2.1.1, f(x) et g(x) admettent un facteur commun si et seulement si ¢ r ; a un noyau
non trivial, c’est-a-dire, si et seulement si elle n’est pas injective. En remarquant que les deux espaces
vectoriels K[x];;-1 ® K[x],-1 et K[x]p+m-1 ont méme dimension n + m, I'injectivité de ¢, peut étre
testée a partir d'un calcul de déterminant. On introduit donc la matrice de Sylvester et son déterminant,
appelé le résultant.

Définition 2.1.2. Soient f(x) = f,x"+ f_1x" 1+ fyet g(x) = gmx™+gm_1x" 1 +---+ gy deux éléments
de K[x] de degrés respectifs n et m, i.e., f,gmnm # 0. La matrice de Sylvester de f(x) et g(x) estla matrice
carrée de taille n+ m :

fo faor o o fo
fn fl’l—l fO 1
. ‘ . m lignes
fn fn—l fO
Syl ) =
yi(f(x), g(x)) gm &m-1 - . 80
gm 8m-1 ... 8o
" ) n lignes
g8n 8m-1 --- --- 8o

ol les espaces vides sont des zéros. Le déterminant de cette matrice est appelé le résultantde f(x) et g(x) :
res(f(x), g(x)) = det(Syl(f(x),g(x))).
En munissant les deux espaces K[x] ;-1 ® K[x],—1 et K[x],+m-1 respectivement des bases
{(x™1,0),(x™2,0),...,(1,0),(0,5"7),(0,x"2),.., (0, 1)} et {xmml ezl

on remarque que Syl(f(x), g(x)) n’est rien d’autre que la transposée de la matrice de ¢ r ¢ relativement a
ces deux bases. En effet, les m premiéres lignes forment les images de (x™1,0),...,(1,0) relativement a la
deuxieme base et les n dernieres lignes forment les images de (0,x"7'),..., (0,1). Ainsi, ¢ ¢ ¢ est injective
si et seulement si res(f(x), g(x)) est non nul, de sorte que le lemme 2.1.1 permet d’obtenir le résultat
suivant.

Théoreme 2.1.3 ([1, Proposition 3.5.8]). Soient f(x) et g(x) deux polynémes a coefficients dans un corps.
Alors f(x) et g(x) sont premiers entre eux si et seulement sires(f(x), g(x)) est non nul.

On donne des exemples illustrant la définition et le théoreme précédents.

Exemple 2.1.4. On considére d’abord un exemple provenant de [1],avec K =Q, n=m =2 et

fx) = 2x° +3x+1, gx) = 7x% + x+3.
Ona
2 310
0 2 31
Syl(f(x),g(x)) = 7213 0
0 71 3

et on vérifie que res(f(x), g(x)) = 153. Ainsi, f(x) et g(x) sont premiers entre eux.
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Exemple 2.1.5. Considérons maintenant un exemple de polynémes qui ne sont pas premiers entre eux
avecK=Q,n=3,m=2et

fx)=2x"—x*+7x+4, g(x)=2x*+11x+5.

Ona
2 -1 7 4 0
0o 2 -1 7 4
Syl(f(x),g(x)) =2 11 5 0 O
0 2 11 5 0
0 0 2 11 5

et on vérifie que res(f(x), g(x)) = 0. Ainsi, f(x) et g(x) ne sont pas premiers entre eux.

On a vu dans I'exemple précédent comment montrer grace au résultant que deux polynémes ne sont
pas premiers entre eux, c’est-a-dire, que leur pgcd n’est pas un polyndome constant. On peut alors se
demander comment calculer ce pgcd a partir de la matrice de Sylvester, ce qui est 'objet de la proposition
suivante.

Proposition 2.1.6. La derniere ligne non nulle d’une forme échelonnée en lignes de Syl( f (x), g(x)) contient
les coefficients d’'un pgcd de f(x) et g(x).

Démonstration. Soit Syl(f(x), g(x)) une forme échelonnée en lignes de Syl(f(x), g(x)). Les lignes non
nulles de Syl(f(x), g(x)) formant une base de im (¢ 1, g), sa derniere ligne non nulle R(x) correspond a un
polyndme de degré minimal de la forme A(x) f(x) + B(x)g(x). De plus, les polynémes de cette forme sont
dans I(f(x),g(x)) = I(pgcd(f(x),g(x))), i.e.,, sont des multiples de pgcd(f(x), g(x)), de sorte que R(x)
est divisible par pged(f(x), g(x)), avec deg(R(x)) < deg(pgcd(f(x),g(x))). Ainsi, R(x) est un multiple
de pgcd(f(x), g(x)), i.e., R(x) est un pgcd (pas nécessairement unitaire) de f(x) et g(x). O

Avant d’illustrer la proposition 2.1.6, on remarque qu’en conjonction avec le théoreme 2.1.3, celle-
ci permet de retrouver que deux polyndémes f(x) et g(x) sont premiers entre eux si et seulement si
leur pgcd est un polyndme constant. En effet, f(x) et g(x) sont premiers entre eux si et seulement le
déterminant de Syl(f(x), g(x)) est non nul, c’est-a-dire, si et seulement si une forme échelonnée en
ligne de Syl(f(x), g(x)) ne contient aucune ligne de zéro, c’est-a-dire, si et seulement si sa derniere ligne
correspond a un polyndme constant, c’est-a-dire, si et seulement si pged(f(x), g(x)) = 1.

3

Exemple 2.1.7. On consideére comme précédemment f(x) =2x° — X2 +7x+4, gx)= 2x2+11x+5etla

matrice de Sylvester associée :

2 -1 7 4 0
0 2 -1 7 4
Syl(f(x),g(x)) =2 11 5 0 O
0 2 11 5 0
0 O 2 11 5

La forme échelonné réduite en ligne de Syl(f(x), g(x)) est donnée par

1 00 0 -1/16
01 00 1/8
001 0 1/4
0001 1/2
0 00O 0

ce qui signifie que pged(f(x),g(x)) =x+1/2.



2.2. Résultants et élimination de variables

Dans cette section, on étend la notion de résultant au cas des polyndmes multivariés. En pratique, on
considére I'une des variables comme étant a éliminer. Afin de faire apparaitre explicitement la variable a
éliminer, on la note différemment; on consideére ainsi I’algebre polynomiale K[x;,..., xg4, f], identifiée a
I'algebre K[x,...,x4][f] des polyndmes en la variable a éliminer ¢ a coefficients dans K[xy, ..., x4]. Enfin,
afin d’alléger les notations, on ne notera pas toujours les variables xi, ..., x4, f d'un polynéme: i.e., les
polynomes seront notés f, g aulieude f(x1,...,xq,t) et g(x1,..., x4, 1).

On considere deux polynomes f, g € K[xy,...,xg4, f] tels que deg,(f) = n et deg,(g) =m:

n m
fOr,xat) = Y felen,.,xat*,  gla,...xat) = Y. gelx,..., x)t*
k=0 k=0

avec
fk(xl)---)xd))gk(xl)---)xd) € K[xly---}xd]} fn(xl’---)xd)gm(xly---yxd) # 0.

On définit comme précédemment la matrice de Sylvester et le résultant de f et g, a la différence pres
qu’il faut indiquer la variable d’élimination ¢. La matrice de Sylvester est cette fois-ci a coefficients
dansK[xy, ..., x4] etle calcul de son déterminant ne faisant intervenir que des additions et multiplications,
celui-ci est également un élémentde K [x, ..., x4]. Comme précédemment, on ne note pas nécessairement
les variables x, ..., x4 dans les coefficients fi et gi.

Définition 2.2.1. Soient f = f,,t" + fu_1t" 1o+ foet g = gt + gm_1t" 1 +--- + gy deux éléments
de K[xy,...,x4, t] de degrés respectifs net met ¢, i.e., f,gm # 0. La matrice de Sylvester relativement a t
de f et g estla matrice carrée de taille n+ m :

fn fn_l ces ces fo
o far o o fo )
. . ) m lignes
fn fn_l cee cee fo
Syl,(f,8) =
yi(f,8) gm 8m-1 - .. &0
gm gm_l ces ces g()
. . n lignes
gm gm_l cee e gO

ol les espaces vides sont des zéros. Le déterminant de cette matrice est appelé le résultant relativement
atde fetg:
res;(f,g) = det(Syl,(f,8) € K[xy,..., x4].

On voit que le résultant est relié est la théorie de I’élimination dans le sens ou a partir de deux
polynoémes en les variables x1,..., Xg4, t, on produit un nouveau polynéme ou la variable ¢ a été éliminée.
On finit ce chapitre par deux résultats, les proposition 2.2.2 et 2.2.4, portant sur les idéaux d’élimination
que I'on introduit dans le chapitre 4, et qui seront utiles lorsque 1'on s’intéressera a la résolution de
systéemes polynomiaux en plusieurs variables.

Proposition 2.2.2 (1, Proposition 3.5.9]). Soient f,g € K[xy,...,xq4, t] avecdeg,(f) = n etdeg,(g) = m. Il
existe A, B€ K[xy,...,xg4,t] tels quedeg,(A) < m, deg,(B) < n et

Af+Bg = res;(f,8).
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Démonstration. On note Cy,...,Cyyp les colonnes de la matrice de Sylvester Syl, (f, g). Le déterminant
d’'une matrice ne changeant pas en changeant I'une de ses colonnes par une combinaison linéaire (dont
les scalaires sont dans un anneau des coefficients de Syl,(f, g)) de ses colonnes. Or, les coefficients
de Syl,(f,g) sont dans K[xj,...,x4], qui est inclus dans K[x1,...,xg4, f], de sorte qu’on peut calculer
res;(f, g) en remplacant C,,,, par

tm_lf
tm—Zf

f
tn—lg
tn—Zg

tn+m_lcl + tn+m_2C2 + e+ tZCn+m_2 + tCn+m_1 + Cn+m =

g
g

En développant relativement a cette colonne, on obtient que res;(f, g) est bien de la forme annoncée. [

Le résultant relativement a ¢ de f, g € K[x1,..., Xg4, t] estun élément de [K[x1, ..., X4]. On va maintenant
caractériser I'ensemble Z (res;(f, g)) des zéros de ce polynome dans une cloture algébrique K de K, ol
on rappelle que

Z (res;(f,8) = {aeKd | rest(f,g)(a):o}.

Dans la preuve de la proposition 2.2.4, on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.3 ([1, Proposition 3.6.3]). Soita€ K tel quedeg(f(a, 1)) =nerdeg(g@)=s<m.Ona:

res;(f,g)(@) = f,(@" ‘res(f(a, 1), g 1),
oitres(f(a, 1), g(a, 1) est le résultant de deux éléments de K[t).

Démonstration. On revient a la définition : pour calculer res;(f, g)(a) il suffit de calculer le déterminant
de Syl,(f, g) dontles coefficients f, gi sont évalués en a. Tous les termes gi(a) tels que k = s+1 s’annulent,
de sorte que les m — s premieres colonnes sont composées d'un bloc diagonal de taille m — s avec des f;,(a)
comme termes diagonaux suivis de lignes de zéros. Il suffit alors de calculer le déterminant par blocs
pour obtenir le résultat. En résumé :
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@  fra@ .. fo(@)
fn(a) fn—l(a) fo(a)
_ fn(a) fn—l(a) fO(a)
resi(f,g)@) = det gm@ gm_1(a) go(a)
gm@ gm-1(a go(a)
gm@ gm-1(@ go(a)
fn(a) fn—l(a) . fO(a)
fn(a) fn—l(a) fO(a)
_ det @ faa(@ fo@
gs(@) go(a)
gs(a) go(a)
gs(a) go(a)
fn(a) fn—l(a) . fo(a)
fn(a) fn—l(a) fo(a)
_ m-—s fn(a) fn—l(a) fO(a)
= @7t @) g go(@)
g@ gs1(a go(a)
gs(a) gs—1(a go(a)

fr@™ res(f(a, 1,8, 1).

[ S —————

m lignes

n lignes

m lignes

n lignes

m — s lignes

n lignes

.. —d+1 —d . . ‘s
Dans la proposition 2.2.4, onnote 7: K — K la projection sur les n premieres composantes :

—d+1 —d
n: K - K

—

(ai,...,aq,b) (ai,...,ag).

cops ‘s . —d+1 N N .
On note différemment la d + 1-ieme coordonnée de K~ dans la mesure ou elle correspond a la variable

éliminée.

Proposition 2.2.4. Soient f,g € K[x,...,Xxq, t] de degrés respectifsn et ment,ie., f= ft"+---+ fy
etg=gmt™+---+ go, avec fi, gr € Klxy,..., x4l et {,8m #0.0na:

Z (res;(f,8)) = Jr(Z(f) n Z(g)) U (Z(fn) n Z(gm)).

Démonstration. On montre (2.1) par double inclusion.

11
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c: Soita = (ay,...,aq) € Z(res;(f,g)). 1l suffit de montrer que si a n’appartient pas a Z(f,) N Z(gm),
alors a € 7 (Z(f)n Z(g)). On suppose sans perte de généralité que a ¢ Z(f,), de sorte que fr(@) # 0
etdeg(f(a 1)) = n.Ennotant s = deg(g(a, 1)), on ad’apres le lemme 2.2.3 et la condition a € Z (res,(f, g)) :

fr@™ ‘res(f(a,n,g@ 1) = 0.

Ainsires(f(a, 1),g(@, 1)) =0et d’apres le théoreme 2.1.3, on en déduit que f (a, 7) et g(a, ¢) ont un facteur
commun et donc qu’il existe b € K tel que f(a,b) = g(a,b) =0. On adonc (a,b) € Z(f) N Z(g), de sorte
que a=r7(a, b) est bien dans 7 (Z(f) N Z(g)).

2: On commence par rappeler que d’apres la proposition 2.2.2, on a une égalité Af + Bg =res;(f, g),
avec A, B e K[xy,...,xg, t] de degrés respectifs en ¢ strictement inférieurs a m et n. Soitae n (Z(f) N Z(g)),
de sorte qu'il existe b € KK, tel que f(a,b) = g(a,b) =0. En évaluant en (a, b) 'égalité Af + Bg =res;(f, g),
on obtient que res/(f,g)@) = 0, i.e., a € Z(res;(f,g)), ce qui montre que 7 (Z(f) N Z(g)) est inclus
dans Z (res;(f, g)). Maintenant, sia € Z(f,) N Z(gm), on revient a la définition du résultant pour montrer
que res;(f, g)(a) = 0. Par définition, res;(f, g) est le déterminant de la matrice

Puisque a€ Z(f,,) N Z(gm), la premiere colonne de la matrice de Sylvester évaluée en a est nulle, donc le
déterminant de cette matrice, qui n’est rien d’autre que res;(f, ) (a), s'annule. Ainsi, a € Z (res;(f, 8)), et
donc Z(f,,) N Z(gm) estinclus dans Z (res;(f, g)).

O

La proposition 2.2.4 est un cas particulier de [1, Théoreme 3.2.2], qui étend le résultat au cas ou
on s’intéresse a I'intersection des zéros de plus de deux polynomes. Dans les exemples de ce cours, on
traite principalement le cas de deux polynémes. On remarque que dans le cas ou f(x, y) et g(x, y) sont
des polyndmes de deux variables, la proposition 2.2.4 a une interprétation géométrique portant sur
I'intersection des deux courbes planes d’équations f(x,y) =0 et g(x, y) = 0. Cela est 'objet du corollaire
suivant, prouvé en prenant successivement y puis x comme variable a éliminer.

Corollaire 2.2.5. Soient les deux polynomes en deux variables
n m
foy =Y fiioy*,  gxy = Y g0yk,
k=0 k=0

oit fn(x)gm(x) # 0, et soit a € K. Si a est racine de res(f, g) et que a n'est pas un zéro commun de [ (x)
et gm(x), alors a est l'abscisse d'un point de Z(f) N Z(g). Réciproquement, si a est 'abscisse d’'un point dans
lVintersection alors c’est une racine deresy(f, g).

De plus, on note
n m
fey =Y fmxt, gy =Y gk,
k=0 k=0

o f,(y)g (¥) #0, et soit b € K. Si b est racine deres,(f, g) et que b nest pas un zéro commun de Ly et
g/ (), alors b est l'ordonnée d'un point de Z(f) N Z(g). Réciproquement, si b est l'abscisse d'un point dans
lintersection alors c’est une racine deresy(f, g).

On illustre maintenant la proposition 2.2.4 et le corollaire 2.2.5 avec des exemples.
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Exemple 2.2.6. Cet exemple est issu de [1, Chapitre 3.1] : on considere K = Q, d = 2, on note x = x;
et y = x, et soient
fx,y0 =xt-1 gyt =yt-1

On prend ¢ comme variable a éliminer et on a deg,(f) = deg,(g) = 1. De plus, on a
(/9 = det/* 1) = y-
res;(f,g) = de v -1 =y-Xx

Les zéros de res;(f, g) dans @2 sont donc de la forme (a, a), avec a € @ On remarque ici que les coefficients
dominants fi(x,y) = x et g1(x, y) = y ont un unique zéro commun (0,0), i.e., Z(f1) N Z(g1) = {(0,0)}. De
plus, tous les autres couples (a, @) avec a # 0 sont bien dans 7 (Z(f) n Z(g)) puisque Z(f) N Z(g) est
I’ensemble des points de la forme (a, a,1/a) avec a # 0.

Exemple 2.2.7. On cherche a déterminer I'intersection des deux courbes planes d’équations f(x,y) =0
et g(x,y) =0, ou
flx,y) = 2x2+y2+3xy—2x—y et glx,y) = 3x2+2y2+6xy.

On vérifie que

1 3x-1 2x*-2x 0 2 3y-2 y?>-y 0
B 0 1 3x—1 2x%*-2x B 0 2 3y-2 y>-y
resy(f,g) = det 2 b 352 0 resy(f,g) = det 3 6y 2y2 0
0 2 6x 3x2 0 3 6y 2y
= x*(x?-2x-2) = y2(y? - 3).

On remarque que les coefficients de plus hauts degrés en x et y de f(x,y) et de g(x, y) sont tous des
polyndmes constants. Ainsi, les racines de res (f, g) et de res,(f, g) sont respectivement les abscisses et
les ordonnées des points d’intersection des deux courbes. Les zéros de res,, (f, g) sont 0, qui est racine
double, et 1 + /3 et ceux de res,( f,8) sont 0, également racine double et +v/3.0n procede maintenant
par analyse de cas :

e si x =0, on montre que le seul y € {0,+v/3} tel que f(x,y) = g(x,y) =0est y =0,

e si x=1++/3, on montre que le seul y € {0, +v/3} tel que f(x,y) = g(x,y) =0est y =—/3,

e six=1-+/3, on montre que le seul y € {0, £v/3} tel que f(x,y) = g(x,y) =0est y=+/3
Ainsi, l'intersection Z(f) N Z(g) est composée des trois points (0,0), (1 + V3,-v3),(1-v3,V3).

Avec les deux exemples précédents, on voit que I'élimination de variables est étroitement liée a
la résolution de systemes polynomiaux. On verra plus explicitement dans le chapitre 4 comment la
généralisation [1, Théoreme 3.2.2] de la proposition 2.2.4 et les bases de Grobner permettent d’aborder le
probléme de résolution de tels systémes sous un angle algorithmique.
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Chapitre 3 :

Bases de Grobner

3.1. Division euclidienne dans K [x]

Afin de motiver les bases de Grobner, on commence par rappeler le fonctionnement de I’algorithme
de division euclidienne dans I'algebre des polynémes K[x] en une variable a coefficients dans un corps.
Cet algorithme permet, étant donnés deux polynomes p(x), d(x) € K[x], de décider si d(x) divise p(x),
i.e., si p(x) appartient a I(d(x)), ou bien de calculer un représentant canonique de la classe de p(x) dans
I'algebre quotient IK[x]/I(d(x)). Les bases de Grobner permettent de traiter le méme type de problémes
dans le cas o1 on considere des polyndmes a plusieurs variables.

On note respectivement n et m les degrés de p(x) et d(x) :
n m
p) = Y pixt,  dx) = Y dix*,  prdieK,  ppdm#0.
k=0 k=0

L'algorithme de division euclidienne consiste a supprimer les monémes de degrés strictement supérieurs
a m dans p(x) en les remplagant par (—d™ 'x™1 —... - dy) /d,. En notant g(x) le quotient et r(x) le
reste,ona

px) = q(x)d(x) +r(x), deg(r(x)) < deg(d(x)).

On illustre le fonctionnement de I'algorithme d’Euclide avec un exemple. La facon dont on va traiter
cet exemple ne consiste pas a poser la division euclidienne mais a supprimer itérativement les puissances
de x supérieures au degré du diviseur. C’est en effet cette méthode que I'on utilisera dans I'algorithme de
division multivariée.

Exemple 3.1.1. On considere K =Q, n=5,m =3 et
px) = 3x° —5x*+5x-3, dx) = 2x3+x+1.

Pour effectuer la division euclidienne, on part de p(x) et on élimine successivement les puissances
supérieures a m =3 grace a d(x) :

3 3 3
p(x) —xzd(x)—5x4—5x3—§x2+5x—3

3 5 3 15
(—xz - —x) dx)—=x3+x*+—x-3
2 2 2

2

3 5 3 33 9
= (—xz——x——)d(x)+x2+—x——

2 2 4 4 4
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La premiére égalité provient du fait qu’on a éliminé le 3x° de p(x) en multipliant d(x) par 3/2x?, la
deuxiéme du fait qu’'on a éliminé le —5x* en multipliant d(x) par —5/2x et la derniére du fait qu'on a
éliminé le —3/2x> en multipliant d(x) par —3/4. Enfin, la derniére égalité ne contient plus de puissances
supérieures a 3 dans le reste et donc I'algorithme est fini. En résumé, on obtient le quotient g(x) et le

reste r(x) :
qx) = §x2—§x—§, r(x) = x2+§x—g.
2 2 4 4 4
A partir du reste r(x), on peut conclure les choses suivantes :
e r(x) étant non nul, on en déduit que p(x) n'appartient pas a I'idéal engendré par d(x).

o Lalgeébre quotient K [x]/I(d(x)) est un espace vectoriel de dimension 3 dont une base est donnée
par les classes des monomes 1, x, x% modulo I(d(x)). Relativement a cette base, la classe de p(x)a
pour coordonnées (—9/4,33/4,1).

3.2. Division multivariée dans K [x;,..., x]

On se place maintenant dans K[xi,..., x;]. Comme précédemment, un polynéme f(x,...,xs) est
simplement noté f. Soit une famille de polynémes fi,..., fs € K[x1,..., x4] engendrant'idéal I(fi,..., fs).
Ces polyndmes doivent étre pensés comme des diviseurs, i.e., on cherche a étendre I'algorithme de
division euclidienne en un algorithme de division multivariée d'un f € K[xy,...,x4] par fi,..., fs. En
se basant sur ce que I'on a vu pour les polynémes en une variable, on souhaite notamment que cet
algorithme permette de répondre aux deux questions suivantes :

o Est-ce que f appartient al'idéal I(fi,..., fs)?

e Si f n'appartient pas a I(f3,..., f5), peut on exprimer la décomposition, relativement a une base
bien choisie, de sa classe dans K[xy,...,x41/I(f1,..., fs)?

Contrairement au cas une variable oi1 les monémes x* sont ordonnées par la valeur de I'exposant,

il n’existe pas d’ordre naturel sur les mondémes en plusieurs variables. Or, on a vu que 'algorithme
de division euclidienne consiste précisément a éliminer les monomes de degrés supérieurs a celui du
monome de plus haut degré du diviseur. Ainsi, avant d’introduire la division multivariée, on a besoin de
considérer des ordres particuliers sur les mondmes, que I’on appelle ordres monomiaux.

Définition 3.2.1. Un ordre monomial sur '’ensemble [x1,...,x;] des mondmes est un ordre total <
sur [x1,...,x4] vérifiant les deux propriétés suivantes :

e le mondéme 1 est minimal, i.e., pour tout m € [xy,...,x4] \ {1}, onal<m

e < est compatible a I'opération de multiplication monomiale, i.e.,
VYmy, my, me [xy,...,Xq] : m<m; = mm;<mms.

Tout polynome non nul f € K[x,...,x4] admet donc un monéme dominant lm<(f) (pour leading
monomial) et un coefficient dominantlc<(f) (pour leading coefficient) définis respectivement comme
étant le plus grand élément de supp(f) relativement a < et comme étant le coefficient de Im-(f) dans f.
Ainsi, f s’écrit sous la forme :

f = le<(f)lm<(f) + wunecombinaison linéaire de monémes inférieurs a Im-(f).

Enfin, pour une partie S € K[xy, ..., Xx4], on note Im< (S) 'ensemble des monémes dominants des éléments
deS:

Im<(S) = {lm<(f) | fes}.
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Afin d’alléger les notations, on ne note pas la dépendance relative a < dans la suite : on note
simplementIm(f),lc(f) et Im(S) respectivement le mondme et le coefficient dominantde f € K[xy,..., x4]
et 'ensemble des monémes dominants de S € K[xy, ..., x4]. On donne maintenant des exemples d’ordres
monomiaux, appelés ordres lex et deglex. En pratique, lorsque I’on s'intéressera a la résolution de systemes
polynomiaux on travaillera avec d’autres ordres, dits d’élimination, que I’on introduira dans la suite.

Exemple 3.2.2.

© 1 A a .
1. On considere deux mondémes m = xf” ...xd"l etm' = xfl ...xgd. Alors m est plus petit que m’ pour

I'ordre lex s’il existe 1 <i < ntel que a; = f,...,a;—1 = Bi—1 et @; < B;. On remarque que I'ordre lex
est analogue a I’ordre utilisé pour classé les mots dans un dictionnaire, d’ot1 son nom : lex étant
le diminutif de lexicographique. Par exemple, pour d = 3, en notant x; = x,x, = y et x3 = zeten

notant < 'ordre lex, alors on a y3z* < xy? et x> y*z < x3y* 22.

2. On considere deux mondémes m et m’. Alors m est plus petit que m' pour 'ordre deglex si on
a deg(m) < deg(m') ou si deg(m) = deg(m') et m est plus petit que m’ pour I'ordre lex. Le nom
deglex vient du fait que les mondémes sont d’abord comparés par degrés puis par ordre lex. Par
exemple, pour d = 3, en notant x; = x, x, = y et x3 = z et en notant < 'ordre deglex, on a:

l<z<y<x<zz<yz<yy<ixz<zxy<zxx<....

Dans la suite, lorsqu’on travaille avec les variables x, y, z plutot qu’avec des x;, on parle d’ordre (deg)lex
induit par un ordre sur les générateurs. Par exemple, I'ordre (deg)lex induit par z < y < x est 'ordre
(deg)lex pour x; = X, x2 = ¥, X3 = 2.

On passe maintenant passer a ’algorithme de division multivariée de f € K[xy,..., x4] par une famille
de polynémes fi,..., fs € K[xy,..., x4]. Cet algorithme consiste a éliminer les mondémes apparaissant
dans f qui sont divisibles par un monéme dominant d'un des Im(f;) avec 1 < i < s, en remplacant Im(f;)

par (lm( fi)— f,-) /1c(f7). Voici les étapes de cet algorithme.
1. Onposep=fetg =---=g;=0.

2. Tant qu’il existe m € supp(p) divisible par unIm(f;), avec 1 <i < s, et en notant c le coefficient de m

dans p, on pose
cm cm

T, . = P —
lc(ﬁ)lm(ﬁ)ﬁ §i = & le(fi) Im(f;)

si bien que le mondme m ne figure plus dans p.

p=p-

3. Une fois que tous les mondmes de supp(p) ne sont divisibles par aucun des Im(f;), I'algorithme est
fini.

A chaque itération de la deuxiéme étape de I'algorithme ona f = fig; +---+ f;gs + p, de sorte qu'on
obtient le résultat suivant.

Proposition 3.2.3 ([1, Théoreme 2.3.3]). En reprenant les notations précédentes, et en notant r la derniere
valeur de p obtenue, on a une décomposition :

f=hg+ -+ [fg+r

En particulier, sir =0, alors f estdans I(fi,..., fs).

Le polyndme r de la proposition précédente est appelé un reste de f dans la division multivariée
par fi,..., fs. On illustre le fonctionnement de I'algorithme sur un exemple.
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Exemple 3.2.4. Soient les polynémes de Q[x, y] :

Ay =xy—-x-y, fxy) =2x*-y*-x, f(x,y) =3x°y—x.

On effectuve la division multivariée de f(x, y) par rapporta fi(x,y), fo(x, y) relativement a I’ordre deglex
induit par y < x. On commence en posant p(x, y) = f(x, y) et g1(x, y) = g2(x, y) = 0. On remarque que le
monome x?y € supp(p) est divisible par Im(f;) = xy et que le quotient de ces deux mondémes est x. On
pose donc

px,y) = plx,y)-3xfilx,y) = 3x% + 3xy-—x, g1(x,y) = 3x.

2

Maintenant, le mondme x“ € supp(p) est égal alm(f>) et donc on pose :

3 3 1
poy) = ploy) = folny) = 3xy+ §y2+5x, g = 5

Enfin, xy € supp(p) est égal a Im(f;) et donc on pose :
3, 7
px,y) = plx,y)-3filx,y) = zy +5x+3y, g = 81 +3 =3x+3.
La derniere valeur de p obtenue ne contient aucun mondme divisible par Im(f;) ou Im(f2) de sorte que
Fy) = oyt Lxss
V=35V T5 Y.
On observe qu’on a bien la décomposition f(x, y) = fi(x, Y)g1(x,¥) + fo(x,y)g2(x, y) + r(x, ).

On peut observer que le monéme x?y dans la premiére division de I'exemple précédent était en fait a
la fois divisible par Im(f7) et Im(f2). On a choisi de faire la division par Im(f;), mais au vu de I'algorithme
de division multivariée, on aurait pu faire la division par Im(f,). On regarde ce qu'il advient en procédant
ainsi.

Exemple 3.2.5. Onrerend fi(x,y) = xy—x—y, fo(x,y) =2x* - y> - x et f(x,y) = 3x*y— x et'ordre deglex
induit par y < x. On choisit cette fois-ci d’éliminer 3x?y grace a (3/2)y f>(x, ), i.e., on pose

3 35 3 3
px,y) = f(x,y)—=yfolx,y) = =y +=xy—x, g (x,y) = =y
2 2 2 2
On élimine (3/2)xy grace a3 fi(x,y) :
(x)—(x)sf(x)—:';f"+1x+3 5 =
p\x,y) = px,y I,J’—zy 5 2)’, 81 ’J/—z-

Maintenant, p(x, y) ne contient aucun monome divisible par Im(f;) ou Im( f,) de sorte qu’il s’agit de notre

reste :
3

r(x,y) = §y3 Lt Zy.
2 2 2

Ala vue des deux exemples précédents, on voit que le reste de la division multivariée dépend des
diviseurs que I'on choisit au moment d’éliminer les monomes. On considére comme autre exemple celui
de [1, Exemple 2.3.5] :on prend fi(x,y) =xy+1, fo(x,y) = y2 -1, f(x,y) = xy2 — x et 'ordre deglex induit
par y < x. En éliminant d’abord xy? grace a fi(x, y), on peut vérifier qu’on obtient le reste r(x, y) = —x— ¥,
alors qu’en utilisant f,(x, y), on obtient r(x, y) = 0. Ainsi, en utilisant la deuxiéme division, on observe
que f(x,y) est dans I'idéal engendré par fi(x,y) et f>(x,y), ce que I'on ne peut pas conclure grace a
la premiere division. Les bases de Grobner sont précisément les ensembles générateurs d’idéaux pour
lesquels le choix du polyndme dans I'élimination de monémes dominants n'influe pas sur la valeur du
reste. On verra qu’en particulier, la division multivariée induite par une base de Grobner permet de

décider si un polyndme appartient a un idéal.
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3.3. Définition des bases de Grobner et lemme de Dickson

Dans cette section, on fixe un idéal I < K[xy,..., x4] ainsi qu'un ordre monomial < sur [xy,..., X4].
Comme précédemment, on n’'indique pas explicitement les dépendances relativement a ce ordre.

Définition 3.3.1. Une partie G de I est appelée une base de Grobner relativement a < si pour tout f € I
non nul, il existe g € G tel que Im(g) divise Im(f).

La définition peut étre reformulée en termes d’idéaux monomiaux, un tel idéal monomial étant
une partie J de [xy,...,x4] telle que pour tout m € J et tout m' € [x1,...,x4], on a mm’ € J. On note
qu’étant donné un idéal I de K[x, ..., x4], 'ensemble Im(/) est toujours un idéal monomial : étant donnés
melm(I) et m' € [x1,...,x4], alors il existe f € I tel que m =1m(f), si bien que mm’ =1m(m'f) est dans
Im(I) car m’ f € I. Dire qu’une partie G de I est une base de Grébner signifie que I'idéal monomial (Im(G))
engendré par Im(G) est précisément égal a Im([). De plus, on note nf(G) (pour normal form, qui est le
nom donné aux mondmes ne pouvant pas étre éliminés par G) I’ensemble des mondémes qui ne sont
divisibles par aucun élément de Im(G), i.e.,

nf(G) = [x1,...,x4] \ Am(G)).

On remarque que G est une base de Grobner de I si et seulement si [x,...,x4] = Im(]) unf(G), ot L est
I'opérateur d’'union disjointe.

La premiere utilité des bases de Grobner est que le reste de la division multivariée relativement a
une telle base est unique, i.e., il ne dépend pas des polyndmes choisis pour éliminer des monémes
dominants. De plus, elles permettent de décider le probleme d’appartenance a I, de déterminer des
bases naturelles de K[xy,...,x4]/I et un algorithme pour calculer la décomposition de la classe d'un
polyndéme f € K[xy,...,x4] modulo I relativement a cette base. Enfin, on donnera plus tard des exemples
d’applications portant sur la cryptographie et 'optimisation sous contrainte.

Proposition 3.3.2 ([1, Proposition 2.6.1]). Soient I un idéal de K[x,...,x4], < un ordre monomial
sur[xy,...,x4] et G une base de Grobner de I relativement a <.

1. Chaque f € Klxy,...,xq] admet un unique reste dans la division multivariée par G. De plus, f
appartient a I si et seulement si son reste est nul, de sorte que G est une partie génératrice de I.

2. En tant qu’'espace vectoriel, l'algebre K[x1,...,x4]1/1 a pour base les classes des élément de nf(G).
De plus, les coefficients du reste d'un polynéme f sont les coordonnées de la classe de f modulo I
relativement a cette base.

Démonstration. On montre le premier point. Soient deux restes ry et r» d'un méme f € Kl[xy,...,x4]
relativement a la division par G. Il existe des polynoémes g1,...,8s€ Get fi,..., fs, hy,..., hs € K[x1,...,x4]
tels que
f=ahit+gfstn = gh+-+ghs+r

sibien que r; —r, = g1(h; — f1) + -+ + gs(hs — f5) est un élément de I, qui de plus est une combinaison
linéaire de monomes dans nf(G). Puisque G est une base de Grobner, on en déduit que r; —r, =0, ce qui
montre ['unicité du reste. De plus, si ce reste vaut 0 alors f € I, et réciproquement si ce reste est non nul
alors ce n'est pas un élément de I car son mondome dominant est dans nf(G). On montre maintenant le
deuxiéme point. Par définition du reste, un polynéme f € K[x,..., x4] est dans la méme classe que son
reste modulo /. Or ce reste est une combinaison linéaire de monomes dans nf(G), de sorte que les classes
de ces mondmes forment une famille génératrice de K [xy, ..., x4]/I. Pour montrer que cette famille est
libre, soit une combinaisons linéaire A;m; +--- + A, m; avec my € nf(G) et qui vaut 0 dans K[x1,...,x41/1,
i.e., telle que cette combinaison est un élément de I. Si I'un des coefficients était non nul, alors cette
combinaison aurait un monéme dominant qui ne serait pas dans (Im(G)), ce qui contredit I'hypothese
que G est une base de Grobner. La deuxieme phrase du deuxiéme point est simplement une conséquence
du fait que f est égal a son reste modulo 1. O
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On finit cette section par le lemme de Dickson et une de ses conséquences qui est un résultat
d’existence de bases de Grobner finies de 1.

Théoréme 3.3.3 (Lemme de Dickson [1, Théoréme 2.4.5]). Tout idéal monomial est de type fini.

Théoréme 3.3.4 (Théoreme de base de Hilbert [1, Corollaire 2.5.6]). Etant donné un ordre monomial <
sur(xy,...,xql, toutidéal I deK[x,...,xq] admet une base de Grobner finie relativement a <. En particulier,
tout idéal deK[xy,...,x4] est de type fini.

Démonstration. D’apres lelemme de Dickson, Im([) est de type fini, de sorte qu'il existe une partie finie G
de I telle que Im(G) engendre Im(I), i.e., G est une base de Grobner finie de I. La deuxieme assertion
découle du premier point de la proposition 3.3.2. O

3.4. S-polynomes et algorithme de Buchberger

Jusqu’a présent, on a vu que tout idéal admet une base de Grobner finie et que celles-ci permettent de
traiter algorithmiquement les deux problemes donnés en guise de motivations : le test d’appartenance a
I'idéal et le calcul de représentants dans le quotient de K[x,..., x4] par un idéal. Avant de s’intéresser a
des applications portant sur d’autres domaines que l’algebre, deux questions fondamentales d'un point
de vue algorithmique subsistent :

e comment tester qu'une partie donnée est une base de Grébner?

e comment construire une base de Grobner a partir d'une partie génératrice d'un idéal?

Les réponses a ces deux questions reposent sur les S-polyndmes. Dans toute la section, on fixe un
ordre monomial <.

Définition 3.4.1. Soient f, g € K[xy,..., x4] et soit m le plus petit commun multiple de Im(f) et Im(g). Le
S-polynomede f et g estle polyndome

m e m
Ic(NHIm(f)” lc(g)Im(g) &

spol(f,8) =

Le S de S-polynome signifie soustraction car spol(f, g) est défini par soustraction de deux polynémes.
On peut a présent donner une caractérisation effective des bases de Grébner.

Théoréme 3.4.2 (Critere de Buchberger [1, Théoréme 2.6.6]). Soient I un idéal deK|[x;,...,x4], G une
partie de I et < un ordre monomial. Alors G est une base de Grobner de I si et seulement si pour tout g, g’ € G,
le S-polynome spol(g, g') a un reste nul dans la division multivariée par G.

On peut a présent donner des exemples d’illustration du critere de Buchberger.

Exemple 3.4.3. On donne d’abord un exemple de base de Grobner puis ensuite d'un ensemble qui n’est
pas une base de Grobner.

1. On consideére I'exemple provenant de [1, Section 2.6] : G = {g1(x, ¥, 2), g2(x, y, 2)} avec
gix,y,2) = y-x°, @y =z-x,
et < est’ordre lex induit par x < z < y. On a ppcm(m(g;),lm(g>)) = ppcm(y, z) = yz, de sorte que

z z
spol(g1, &) = y7g1_y?g2 = —zx2+yx3.
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Par définition du S-polynome, celui-ci permet de supprimer le ppcm des monémes dominants. On
réduit a présent spol(gi, g2) par G. On pose p(x, y,z) = —zx? + yx° et on élimine —zx? grace a x°g» :

p(x,1,2) = plx,1,2)+x°g(x,,2) = —xX°+x°y.
Maintenant, on éliminé x3y grace a x3g; :
p(x,y,2) = px,y,2)—x°g = 0.

Ainsi, G est une base de Grobner de I'idéal qu’il engendre d’apres le critere de Buchberger.

. On reprend comme précédemment G = {g1, g2}, avec g1(x,y) =xy—x—y, &(x,y) = 2x% - y2 —Xx, et

I'ordre deglex induit par y < x. Alors, on a ppcm(Im(g;),lm(g»)) = x*y et

x’y  xPy 1 1
(g1, R SR AP B oY
spol(g1, 82) Xy 8175 28 = 5V —X —5Xy
On effectue la division multivariée de ce S-polyndme par G. On pose p(x,y) = 1/2y% — x*> —1/2xy et
on élimine le —x? grace 4 g»/2 :

(5,9) = PEEy)+ 280 y) = 5P —2xy-SyP-x
px,y) = pwxy 282 »J’—ZJ/ 2)’ 2)’ 5 X
Maintenant, on élimine (—-1/2)xy gracea g;/2:
(1) = poy) +2gi = 2y -2y —x— 2
p\x,y) = px,y 281—23’ 2)’ 2)’-

Ce polyndme n’est plus réductible, de sorte qu’'on obtient un reste non nul. Si on avait d’abord
éliminé (—1/2)xy puis —x?, on serait arrivé au méme résultat. On déduit du critére de Buchberger
que G n’est pas une base de Grobner de I(G). Il était possible de déduire ce résultat des exemples 3.2.4
et 3.2.5, puisqu’on a vu que le polynéme f(x, y) = 3x?y — x admet deux restes différents dans la
division par G.

La derniere question a traiter dans cette section est la suivante : étant donnés unidéal I de K [xy, ..., x4]
engendré par des éléments fi,..., f; et un ordre monomial <, comment peut-on construire une base
de Grobner finie de 1? La réponse est donnée par I'algorithme de Buchberger dont les étapes sont les
suivantes.

1.
2.
3.

On pose G ={f1,..., fs}.
Tant qu'il existe g, g’ € G tels que le reste r de la division de spol(g, g’) est non nul, on ajoute r a G.

Une fois que tous les S-polyndmes de G ont un reste nul, I'algorithme est fini et G est la base de
Grobner.

Le fait que G est une base de Grobner provient du critere de Buchberger. De plus, la terminaison de
'algorithme est due au lemme de Dickson car a chaque fois qu’on ajoute un nouveau polynéme r dans G,
on fait croitre (Im(G)) < Im(I), mais Im(/) étant de type fini, on ne peut pas rajouter infiniment des
générateurs a Im(G).

Pour finir, on illustre ’algorithme de Buchberger.

Exemple 3.4.4. Soit I'idéal de Q[x, y] engendré par G = {g, g2}, avec g1(x, y) = x% - yetg(x,y)=xy—x,
et soit 'ordre < deglex induit par y < x. On a spol(gi, g2) = x> — y? dont le reste est g3(x,y) = —y* + y.
En rajoutant g3(x, y) a G, on a un nouveau S-polynéme spol(g, g3) = 0, dont le reste est évidemment 0.
Ainsi, G = {g1, g2, g3} est une base de Grobner de I'idéal engendré par {g;, g2}.
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Chapitre 4 :

Géométrie algébrique

Dans ce chapitre on s’intéresse aux aspects algorithmiques de la résolution de systémes polynomiaux.
Comme mentionné dans l'introduction, ce probleme est étroitement lié a la géométrie : trouver des points
d’annulation d'une famille de polyndmes revient a trouver les points qui sont dans I'intersection des
hypersurfaces définies par ces équations. Avant de s'intéresser a ces aspects algorithmiques, on introduit
les variétés algébriques affines et on rappelle deux versions du fameux Nullstellensatz (théoreme des
zéros de Hilbert en francais) ; on aura en particulier un critere en termes d’idéaux garantissant I’existence
de solutions d'un systeme polynomial. Il apparaitra que les outils introduits dans les sections précédentes
(résultants et bases de Grébner) seront d'une grande utilité pour calculer ou prouver l'existence de
solutions a ’aide des idéaux.

4.1. Variétés affines et Nullstellensatz

On fixe un corps K, qui n’est pas supposé algébriquement clos, sauf mention du contraire dans les
énoncés des versions faible et forte du Nullstellensatz. Les variétés algébriques affines sont les objets
géométriques de 'espace K¢, appelé espace affine, définis par des équations polynomiales.

Définition 4.1.1. Etant donnés fj,..., f; € K[xy,..., X4], on pose

Vi(fironn fr) = faek? | fi@ = ... = f,@ = o}
Lensemble Vi (fi, ..., f;) s'appelle variété algébrique affine définie par fi, ..., f;.

Dans la suite, on écrit simplement variété affine au lieu de variété algébrique affine. De plus, on
remarque que dans le cas ot K est un corps algébriquement clos, la variété algébrique définie par les
polyndémes fi,..., fr n'est rien d’autre que l'intersection des Z(f;). Voici quelques exemples de variétés
affines :

 des courbes, e.g, un cercle ou une hyperbole, dont les équations sont respectivement x%+ y2 -1=0
etxy—1=0,

o des surfaces, e.g,, une sphére ou un cylindre, dont les équations sont respectivement x> + y? + z% — 1
etx’+y*—2z2=0,

o des objets de plus haute dimension, e.g., 'hypersphere S3 c R* d’équation x> + y? + z2 + > =1 =0.

Chacun de ces objets admet une dimension (correspondant au nombre de degré de liberté que 'on
a en se déplacant sur ceux-ci) : 1 pour les courbes, 2 pour les surfaces et 3 pour S°. La théorie de la
dimension des variétés algébriques est basée sur les idéaux, mais on ne I’aborde pas dans ce cours.
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On se pose maintenant la question de la consistance d'un systéme polynomial, i.e., étant donnés
des polynomes fi,..., fr, est-ce que le systeme défini par ces polynomes admet des solutions, ou encore,
est-ce que la variété Vi (fi,..., f;) est non vide? La réponse a cette question est donnée par la version
faible du Nullstellensatz et concerne les corps algébriquement clos.

Théoreme 4.1.2 (Nullstellensatz, version faible [1, Théoreme 4.1.1]). SoientK un corps algébriquement
clos et soient fi,..., fr € K[x1,...,x4]. On a l'équivalence :

VIK(fl)---)fr) =@ < 1€I(f1,...,fr).

Démonstration. On montre I'implication de droite a gauche. Si 1 est dans I'idéal engendré par f,..., f;,
alors il existe une décomposition g fi +--- + g fr = 1, ot les g; sont des polynomes. Si Vi (fi, ..., f+) était
non vide, alors les f; s'Tannuleraient simultanément en chacun de ses points a, si bien que 1 évalué en a
serait nul, ce qui est impossible.

Pour la réciproque, on montre par récurrence sur d la propriété

(Py): VreN, Vfi,...,freKlxy,...,xql: Vi(fi,..on i) =@ = 1€I(fi,..., f).

Sid=1et fi(x),..., f; (x) sont des polyndmes sans racine commune, alors K [x] étant principal, il existe
un polyndéme g(x) qui engendre I(f3,..., fr). En particulier g(x) divise chaque f;(x). Ainsi défini, g(x) est
un polyndéme constant, car sinon, K étant algébriquement clos, g(x) aurait une racine qui, étant racine
de tous ses multiples, serait racine commune des f;(x). Le fait que g(x) soit constant implique que 1 est
dans I'idéal engendré par les f;(x), ce qui montre (Py).

On montre maintenant que (Pg_1) = (Pg4). Soit une famille fixée f,..., f d’éléments de K[x,..., x4]
telle que Vi (f1,..., f;) estvide. On admet sans le démontrer que le polyndme f; peut étre supposé unitaire
en x4, i.e., son coefficient de plus haut degré en cette indéterminée est 1. On considere une nouvelle
indéterminée t et on pose

g, x1,..,%q) = folX1,eo, X@) + Lf3(X1yee, X))+ + 2 fr (X1, Xg) € K[X1,..., Xg, L.

Soit le résultant ry, (fi,8) € K[£,x1...,X4-1] par rapport a x4, et soit r;(x1, ..., X4—1) son coefficient en £
D’apres la proposition 2.2.2, il existe une décomposition ry, (f1, 8) = u(t, x1,...,xq) i+ v(t, x1,..., Xq) g, qui
par identification des coefficients en les puissances de ¢ permet de déduire que les r;(x1,..., x4_1) sont
dans I(fi,..., f;). En notant k = deg, (rx,(f1,g)), on va montrer par I'absurde que Vi (r1,..., ) est vide.
On suppose donc qu'il existe un a € K~! dans la variété affine définie par les r;, de sorte que le polynome
r,(f1,8(t,a)) € K[f] est nul, si bien que pour tout ¢ € K, le résultant de fi(a, x4) et g(c,a, x;) estnul, i.e,,
ces deux polynémes ont une racine commune. Puisque fj(x,...,X;) est unitaire en x4, le polynéme
fi(a, x4) n’a qu'un nombre fini de racines, si bien qu'’il en existe une b telle que g(t,a, b) a un nombre
infini de racines. Ainsi, ce polyndémes est nul, si bien que f;(a, b) = 0 pour tout i = 2, ce qui contredit que
Vi ( fir--e fr) est vide. On a démontré que la variété définie par les r;(xy,..., x4—1) est vide, si bien que
I'hypothese de récurrence (P;-,) implique que 1 est dans 'idéal engendré par les r;(xy,...,x4-1). Or,on a
montré plus tot que ces polyndmes sont dans I(fi,..., f;) de sorte que ce dernier contient également 1.
Ainsi, P(4-1) implique (Py), ce qui fini la démonstration du théoréme. O

A partir du Nullstellensatz, on peut exploiter les bases de Grobner pour montrer qu'un systéme
polynomial admet ou non une solution lorsque le corps est algébriquement clos. 1l suffit en effet de
tester si 1 est dans I'idéal engendré par les équations, ce qui d’apres la proposition 3.3.2, se ramene a un
calcul de reste par une base de Grobner. Or, pour que 1 soit réductible par une base de Grobner, il faut
que celle-ci contienne un polyndéme constant : le mondéme dominant d'un polynéme non constant ne
divise en effet pas 1. Enfin, on rappelle qu'une base de Grobner peut étre calculée par I'algorithme de
Buchberger. Ainsi, pour tester si le systéme défini par les équations fi,..., fr admet une solution lorsque
le corps est algébriquement clos, il suffit de calculer une base de Grobner de I(fi,..., f;) par 'algorithme
de Buchberger et de tester si celle-ci contient un polynéme constant.

22



On a vu que la version faible du Nullstellensatz permet de ramener un probleme de géométrie a un
probleme de calcul dans les idéaux. On finit cette section en exposant brievement le "dictionnaire variétés
affines - idéaux", i.e., les méthodes de reformulation et de résolution de problemes géométriques par la
théorie des idéaux. On note, pour un idéal I < K[xy,...,x4] et une variété affine V = Vj ( fireeo fr) ck?:

V) = {ae[Kd |V fel: f(a) = 0} et I(V) et {feKIxy,....,.xql | VaeV: f@ =}.

En d’autres termes, V (I) est le lieu des points annulés par tous les éléments de I et I(V) est 'ensemble
des polyndomes qui s’annulent sur V.

Proposition 4.1.3 ([1, Lemme 1.4.6]). Soient fi,..., f; € Klxy,...,xq4], et soient I et V l'idéal engendré
par fi,..., fr etlavariété affine définie par fi, ..., f;, respectivement. Ona Vi (f1,..., f) = V(I). De plus, (V)
est un idéal deK[xy,...,x4].

Démonstration. Tout d’abord, on note que fi, ..., f; étant dans I, V(I) est inclus dans Vi ( fireeo fr). Soit
maintenant a € K¢ annulé par fi, ..., f;, alors a est annulé par toutes les combinaisons g f; + -+ + g, f,
ou les g; sont des polynomes, i.e., a€ V(I). Ainsi, Vi (f1,..., fr) = V(D). De plus, I(V) est un idéal car le
polynome nul annule tous les points de K¢, donc a fortiori ceux de V, et si f, f' annulent tous les points
de V alors il en est de méme pour leur somme et si g est un polynéme quelconque alors g f annule
également tous les points de V. O

La proposition précédente signifie qu’il existe deux applications entre les ensembles des variétés
affines et des idéaux :

V. {Variétés affines de [Kd} — {idéaux de K[xl,...,xd]}, V— V)

I: {idéauxde [K[xl,...,xd]} — {Variétés affines de Kd}, I — I(V).

On s’intéressera aux composées de ces deux fonctions lorsque la version forte du Nullstellensatz aura été
énoncée. Avant cela, et comme annoncé plus haut, on va voir comment certains problemes de géométrie
sont reformulés en termes d’idéaux.

Proposition 4.1.4 ([1, Proposition 1.4.8]). Soient V et W deux variétés affines. Alorson a V< W si et
seulement siX(W) € I(V). En particulier, on aV =W si et seulement si1(V) = I(W).

Démonstration. Si V estinclus dans W, alors tout polynéme s’annulant sur W s’annule également sur V,
i.e, I(W) cI(V). Réciproquement, on suppose que I(W) c I(V) et on fixe des polynoémes g, ..., gr tels
que W = Vg (gl, ety gr). Chacun de ces polynémes est dans I(W) et donc dans I(V). Ainsi, g;(a) est nul
pour toutae Vettout1<i<r,desortequeac W.Ainsi, V estincluse dans W. O

Il est naturel de se demander si I'est possible d’extraire de la proposition précédente un algorithme
testant I'inclusion. Pour cela, il faudrait tester 'inclusion de I(V) < I(W) a partir des équations de V et W.
Ce test d’'inclusion étant basé sur la version forte du Nullstellensatz, on I’énonce plus tard. De plus, il est
important de noter que le critére d’inclusion de la proposition précédente n’est pas vrai si on considere
les idéaux engendrés par les équations au lieu des idéaux des polyndmes s’annulant sur les variétés, ce
que est formalisé dans la remarque suivante.

Remarque 4.1.5. Soient [ et /] deux idéaux de K[xy,...,x4]. Si I est inclus dans J, alors V(J) est inclus
dans V' (I) car tous les points annulés par les éléments de J le sont a fortiori par ceux de I. En revanche, la
réciproque est fausse : en considérant les idéaux I = (x?) et J = (x) de K[x],ona V(I) = V(J) = {0} c K et
pourtant I n’est pas inclus dans J.

On s’'intéresse maintenant a deux autres questions géométriques pouvant étre résolues par la théorie
des idéaux : est-ce que 'intersection et la réunion de deux variétés affines sont des variétés affines? On
rappelle qu’étant donnés deux idéaux I et J de K[x,..., x4], I'intersection I N J et la somme I + J sont des
idéaux de K[xi,...,x4], ou I + J est'ensemble des polyndmes de la forme f + g,avec feletge J.
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Théoréme 4.1.6 ([1, Théoremes 4.3.4 et 4.3.15]). Soient I et ] deux idéaux delK[x1,...,x4]. Ona:
VI+])) = VIHnV(QJ) et  VUn])=VDHuV().
En particulier, la réunion et l'intersection de variétés affines sont des variétés affines.

Démonstration. On montre la premiere égalité. D’apres la remarque 4.1.5, les idéaux I et J étant inclus
dans I + J, l'inclusion V(I + J) € V(I) n V(J) est vraie. Réciproquement, si a est un pointde V(I) n V(J),
alors (f + g)(a) = f(a) + g(a) = 0 pour tout f € I et pour tout g € J, si bien que V(I) n V(J) est inclus
dans V(I + J). On montre maintenant la deuxieme égalité. L'inclusion V(I) u V(J) € V(I nJ) provient
des inclusions InJ< I et INnJ < J. Pour I'inclusion réciproque, on considere a€ V(I n J). Pour tout f € I
et tout g € J, le polynome fg est dans I n J, si bien que f(a)g(a) = (fg)(a) = 0. Ainsi, si a n’appartient
pas a V(I), i.e, il existe f € I tel que f(a) # 0, alors pour tout g € J, g(a) =0, i.e,, a€ V(J). On montre
de la méme facon que si a n"appartient pas a V(J), alors il est dans V' (I), sibien queae V() uV (/). 1l
reste a montrer la derniere assertion du théoreme. Si V et W sont des variétés affines définies par des
équations polynomiales, alors en notant I et J les idéaux engendrés par ces polynomes, I + J et I n J sont
engendrés par un nombre fini d’éléments d’apres le théoréme 3.3.4. En notant fi,..., f; et g1,...,8s les
générateurs respectifs de I + J et I n J, la proposition 4.1.3 implique que VW = V(I + J) = Vk (fi,.--, f+)
etVuW=v{Un)) =Vk(g,...,8s), de sorte que VN W et VU W sont des variétés affines. O

Exemple 4.1.7. On considere les deux variétés affines de R :
V=TR(x*+y*+25-1) et W = Vg(2.

En d’autre termes, V est la sphere unité et W est le plan xOy. Géométriquement, il est clairque Vn W
est le cercle unité de xOy. On retrouve ce résultat par les idéaux. En notant I et J les idéaux principaux
engendrés par x> + y? + z2 — 1 et z, respectivement, I'idéal I + J est engendré par ces deux polynomes. De
plus, puisque X%+ y2 —lestégala (x% + y2 +z2-1)—z.z alors I+ J = I[(x*+ y2 —1, z). Ainsi, on retrouve
bien que V N W est le cercle unité du plan xOy.

Exemple 4.1.8. On considere les deux variétés affines de R :
V = Vr(z2) et W = Wg(xy).

En d’autre termes, V est le plan xOy et W est1’axe des z. En notant I = I(z) et I = I(x, y), on va voir que
les générateurs de I n J donnent bien des équations de VU W. On commence par montrer que /N J
est engendré par xz et yz. Tout d’abord, xz et xy sont bien dans I n J, de sorte que I(xz,yz) <InJ.On
montre maintenant que I N J est dans I(xz, yz). Soit f(x,y,z) € In ], alors f(x,y,z) € I, de sorte qu’il
s'écrit f(x,y,z) = zg(x,y,z). De plus, pour que f(x, y, z) soit dans J, il faut que g(x, y, z) soit dans J. Cela
découle des faits que z n'est pas dans J et que J est un anneau intégre (en effet, K[x, y, z]/J est isomorphe
al’anneau integre K|[z]). Ainsi, g(x, y, z) s’écrit sous la forme xh(x, y, z) + yl(x, y, z) et donc

fx,3,2) = zg(x,,2) = z(xh(x, ¥2)+ylx,y, z)) = xzh(x,y,2)+yzl(x,y,2) € I(xz,yz).

On a donc montré que tout f(x,y,z) de In Jestdans I(xz, yz) etdonc que INJ < I(xz, yz). On en déduit
donc que VU W = Vg (xz,yz) : en effet, les solutions du systeme d’équations xz = yz = 0 sont bien les
points de I'union de I'axe des z et du plan xOy.

Il reste maintenant a énoncer la version forte du Nullstellensatz et en déduire un test d’inclusion de
variétés. On a pour cela besoin pour cela d'une nouvelle construction sur les idéaux.

Définition 4.1.9. Soit I € K[xy,...,x4] unidéal. On appelle radical de I, noté v'1,1’ensemble
VI={f"| fel, meN},

On dit que I est radicielsi I = /1.
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On admet les faits suivants, démontrés dans [1, Lemme 4.2.5] : v/I est un idéal, il contient I et il est
radiciel. Il peut en fait étre caractérisé de la facon suivante : il s’agit du plus petit idéal radiciel contenant 1.
On rappelle d’apres [1, Proposition 4.2.8] qu'un polyndme g appartient au radical de I'idéal I(fi,..., f;) si
et seulement si 1 appartient al'idéal de I(fy,..., fr,1 - tg) € Klxy,..., X4, t], ou f est une nouvelle variable.
On rappelle enfin que tester si 1 est dans un idéal se fait par un calcul de base de Grébner. On énonce
maintenant la version forte du Nullstellensatz.

Théoreme 4.1.10 (Nullstellensatz, version forte [1, Théoreme 4.2.6]). SoientK un corps algébriquement
closet I unidéal deK[xy,...,x4]. Alors,ona:

(VD) = VI

On note qu'une conséquence importante de la version forte du Nullstellensatz est qu’elle permet
d’établir la "correspondance variétés affines - idéaux", démontrée dans [1, Théoreme 4.2.7]. Celle-ci
s’énonce de la facon suivante : si K est un corps algébriquement clos, alors les deux applications

V: {Variétés affines de Kd} — {idéaux radiciels de [K[xl,...,xd]}, V — V()
I: {idéaux radiciels de [K[xl,...,xd]} — {Variétés affines de Kd}, I — I(V)

sont les réciproques I'une de 'autre, i.e., I(V (1)) = I et V(I(V)) = V, pour toute variété affine V et pour
tout idéal radiciel I.

On termine cette section en présentant le test d’inclusion de variétés affines, valable sur les corps
algébriquement clos. On considere deux variétés affines V = Vi (f1,..., fr) et W = Vi (g1,...,8s) eton
note I et J les idéaux engendrés par les f; etles g;, respectivement. D’apres la proposition 4.1.4, V est
inclus dans W si et seulement si I(W) est inclus dans I(V), ce qui d’apres la version forte du Nullstellensatz,
équivaut a ce que /7 est inclus dans v/1. Or, /7 étant le plus petit idéal radiciel contenant J et /I étant
radiciel, /7 est inclus dans v/T si et seulement si J est inclus dans v/I. Ainsi, pour tester si V est incluse
dans W, il suffit de tester siles g; sont inclus dans V1, ce qui se ramene a des calculs de bases de Grobner.

4.2. Résolution de systemes polynomiaux

Dans I'exemple 2.2.7, on a vu comment utiliser le résultant pour calculer les solutions d'un systéme
polynomial de deux équations a deux inconnues. Dans cette section, on présente une méthode de
résolution alternative basée sur les bases de Grobner et les idéaux d’élimination pour des systéemes
contenant plus d’équations et/ou plus d’inconnues.

Soit un systeme d’équations polynomiales

|
(e}

fl(xlr-'-)xd) =

4.1)

fr(x1,..,xq) =0,

dont on souhaite trouver les solutions dans K. Etant donné un ordre monomial, soit G = {gj, ..., g} une
base de Grobner de I'idéal I engendré par les fi(xy,...,X4),..., fr(x1,...,x4). Lidéal I est engendré par G
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d’apres la proposition 3.3.2, donc d’apres la proposition 4.1.3, le systéme (4.1) a les mémes solutions que
le systeme

gl(xl)---)xd) 0

(4.2)

gs(x1,...,x4) 0.

Ainsi, le probléme de résoudre (4.1) se rameéne a résoudre (4.2). On illustre I'intérét qu’il y a a se ramener
a un systeme exprimé par une base de Grobner sur un exemple.

Exemple 4.2.1. On considere un exemple de [1, Section 3.1] : on cherche a résoudre sur C3le systeme
+y+z=1

X+y*+2z

1 (4.3)
x+y+z2 = 1.

On considere le systeme associé a une base de Grobner de 1'idéal engendré par les équations de (4.3),
relativement a l'ordre lex induit par z< y < x :

1

X+y+2°

yz—y—z2+z 0
4 (4.4)
2yzz+z4—z2 0

-4zt +4z2-2% = 0.

Alors, les solutions a = (a, b, ¢) € C3 de (4.4) doivent vérifier que c est solution de z® —4z* + 423 — z?. En
remarquant que ce polynéme admet 0 et 1 comme racines doubles, on montre que ¢ peut prendre les
valeurs 0,1 et —1 + /2. En remplacant successivement z par ces valeurs dans les deux équations ne faisant
intervenir que y et z, a savoir 2yz? + z* — z2 = 0 et y*> — y — z2 + z = 0, on en déduit les valeurs que b peut
prendre en fonction de c. Finalement, en remplacant le couple (y, z) par les couples (b, ¢) calculés a
partir des trois équations du bas dans la premiére équation x + y + z? = 1, on trouve la valeur de a. En
notant @ = —1 + /2, on obtient que le systeme (4.4), et donc le systéeme (4.3), admet les 5 solutions :

(1,0,0,), (0,1,0), 0,0, 1), (@, a, ).

Sur I'exemple précédent, on observe que la résolution du systeme exprimé par une base de Grébner
s’apparente a celle d'un systéme triangulé en algébre linéaire. En effet, 'approche consiste a exprimer une
équation portant uniquement sur la derniere coordonnée de la solution, puis d’exprimer I’avant derniére
coordonnée en fonction de la derniére jusqu’a exprimer la premiére coordonnée en fonction des autres.
Il est naturel de se demander quel est le cadre d’application général de cette méthode de résolution. Pour
cela, on a besoin des idéaux d’élimination et des théoréemes d’élimination et d’extension.

Définition 4.2.2. Soit [ unidéal de K[x,...,x;] et soit 0 < i < d. On appelle le i-eme idéal d’élimination,
noté I;, I'idéal de K[x;1,...,x4]
I; = InK[xXj4+1,...,X4].

On note que Iy = I et que [; est en effet un idéal de K[x;+1,..., x4] car I est un idéal de K[x1,..., x4].
De plus la terminologie "idéal d’élimination" provient du fait que les éléments de I; sont les éléments
de I dans lesquels les variables x,..., x; ont été éliminées. On peut maintenant énoncer et prouver
le théoreme d’extension. On note que dans I’énoncé de celui-ci, on considere des bases de Grobner
relativement a un ordre lex. Il s’avere cependant que ce théoréme reste valide pour des ordres monomiaux
plus généraux, dits d’élimination, qu’on n'évoque pas dans ce cours.
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Théoréme 4.2.3 (Théoreme d’élimination [1, Théoreme 3.1.2]). Soient I un idéal de K[x1,...,x4] et G
une base de Grobner de I relativement a l'ordre lex induit par xg < --- < x1. Alors pour tout0<i<d, la
famille G; = GNKI[xXj+1,...,X4] est une base de Grébner de I;.

Démonstration. Tout d’abord, G; est bien inclus dans I;. Il s’agit maintenant de montrer que pour
tout f € [;, il existe g € G; tel que Im(g) divise Im(f). Puisque f € I, il existe g € G tel que Im(g) divise
Im(f) et puisque f € K[xXj41,...,X4], Im(g) ne dépend que des variables x;,1,..., x;. Maintenant, puisque
I'ordre monomial considéré est I'ordre lex induit par x; < --- < x1, supp(g) ne peut pas contenir de
monome dans lequel figure une des variables x,..., x; : sinon Im(g) ne dépendrait pas uniquement
des variables x;j;1,...,x4. On en déduit que g € K[x;,1,...,x4] et donc que g € G;, ce qui conclut la
démonstration. O

On revient au systeme (4.1) : soit I 'idéal engendré par ses équations et soit G = {g1, ..., s} une base
de Grobner de I relativement a I'ordre lex induit par x; < --- < x;. D’apres le théoreme d’élimination, une
solution a = (ay,..., ay) de (4.2) est telle que pour chaque 1 < i < d, a; est solution du systeme

gki(xi,ai+1,...,ad) =0
(4.5)
gs(xl’;ai+1,...,6ld) = 0’

oules gg;,..., gs sont les éléments de G I;_. Pour trouver les solutions globales de (4.1), il faut donc
calculer itérativement les solutions de (4.5) pour i =d,d —1,...,1. On note qu’a chaque étape, il peut
exister plusieurs solutions a; de (4.5) et que celles-ci dépendent de la solution partielle déja calculée
et notée (a;;1,...,a4). En résumé, la résolution de (4.1) basée sur les bases de Grobner et les idéaux
d’élimination repose donc sur les deux étapes suivantes :

e il faut d’abord calculer une base de Grobner relativement a I’ordre lex induit par x; < --- < x; de
I'idéal engendré par les équations de (4.1)

e il faut résoudre itérativement les systemes (4.5) pour i = d, ..., 1, ce qui se ramene a un probleme
de recherche de solutions d'un polyndme univarié.

Il est a noter que le systeme (4.5) n’a pas nécessairement de solution, et donc le calcul de solutions
de (4.1) par itération n'aboutit pas nécessairement pour toutes les solutions partielles (a;, ..., a;). Bien
que qu’on ne I'utilisera pas, on mentionne sans le démontrer le théoreme d’extension, celui-ci fournissant
un critere d’existence de solutions du systeme (4.5). Pour une démonstration, on renvoie a [1], cette
démonstration étant basée sur la proposition 2.2.4 et donc sur le résultant.

Théoréeme 4.2.4 (Théoreme d’extension [1, Théoreme 3.6.4]). Soient I un idéal deK[x1,...,x4],1<i<d,
hy(Xiy ..., Xa), ..., he (X, ..., Xq) une famille génératrice de I;— eta= (aj+1,...,aq) € Vic (I;). Sia n'est pas un
zéro commun des coefficientslm(h;) € K[x;11,...,xq] dedeg, (hj) danshj, 1 < j < t, alors il existe a; € K
tel que (aj, ..., aq) € Vig(I;-1).

On explicite le role que joue le théoreme d’extension pour prouver |'existence de solutions de (4.5). En
reprenant les notations du début de la section, on suppose que pour 1 <i < d, on a calculé une solution
partiellea= (a;41,...,aq) telle que g, (@),..., gs(a) sontnuls. Les g.,..., gs formant une base de Grobner
de I;_1, ils en sont une famille génératrice. Ainsi, une solution a; de (4.5) est telle que (a;;, ..., ag) € Vi (I;-1).
D’apres le théoreme d’extension, un tel a; existe si a n'est pas un zéro commun des coefficients de
degré deg, (gk) des gk, ki < k < s, en x;. Ainsi, le systeme (4.5) admet une solution a; dés que les degrés
des polyndmes univariés gi (x;,a) sont égaux a deg, . (g)-
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Exemple 4.2.5. Soit le systéme polynomial sur C3 :

X+ y2 +z22 =0
(4.6)

xyz =1,

et soit le systeme associé a une base de Grobner de I'idéal engendré par les équations de (4.6) relativement
alordrelexinduitparz<y<x:
x+y3z+yz3—yz =0
(4.7)
yiZ+y* 2t -y +1 = 0,
On remarque que I, = {0}, de sorte que toute valeur c € C est une solution partielle. Ensuite, I'idéal I, est
engendré par la deuxieme équation g»(x, y,z) = g(y, z) de (4.7). On remarque que g»(y,0) =0 n’a pas de
solution, cela étant cohérent avec le théoreme d’extension puisque deg(g2(y,0)) = 0 alors que deg, (g2) = 4.
En revanche, pour ¢ # 0, I'équation g»(y, ¢) = 0 admet 4 solutions complexes. Finalement, si (b, ¢) est une
solution de g»(y,z) = 0, alors en posant a = —b%c — bc® + bc, on obtient une solution de (4.7). Ainsi, les
solutions de (4.6) sontles (a, b, c), oi1 ¢ # 0, b est solution de c?y* + (¢* — c®)y?> + 1 eta=—b3c - bc® + be.

Dans les exemples 4.2.1 et 4.2.5, on a trouvé toutes les solutions grace a la méthode basée sur les
idéaux d’élimination et les bases de Grobner. On remarque cependant que ces exemples sont de nature
différentes : pour le premier il n'y a qu'un nombre fini de solutions, ce qui signifie qu’elles forment une
variété de dimension 0, et pour le deuxieme il en existe un nombre infini, dépendant du parameétre c, ce
qui signifie qu’elles forment une variété de dimension 1. De facon générale, si on souhaite exprimer les
points d'une variété de dimension non nulle, on a besoin de parameétres, dont le nombre est égal a la
dimension de la variété, en fonction desquels sont exprimés les coordonnées des points de la variété. Une
telle représentation de la variété est dite paramétrique, alors qu'une représentation par les équations est
dite implicite. On note qu’en général, une représentation paramétrique ne recouvre pas globalement la
variété et n’est pas polynomiale, mais dans ce cours on n’entre pas dans ces considérations et les exemples
de la fin de cette section portent sur des variétés admettant une paramétrisation polynomiale globale. De
plus, une représentation paramétrique est utile en pratique pour tracer les variétés, par exemple grace
aun logiciel de calcul : il suffit de faire varier les parametres sur certains intervalles et d’en déduire les
points de la variété. En revanche, la représentation paramétrique est moins appropriée pour tester si un
point appartient a la variété, puisque cela se ramene a résoudre un systeme dont les inconnues sont les
parametres exprimés en fonction des coordonnées du point dont on teste 'appartenance a la variété.
Il est beaucoup plus aisé de tester si ce point appartient a la variété grace a la représentation implicite :
il suffit de substituer les coordonnées du point dans les équations définissant la variété et vérifier si le
résultat obtenu est nul. On termine cette section en présentant deux méthodes, 'une basée sur les bases
de Grobner et I'autre sur le résultant, permettant de passer d’'une représentation paramétrique a une
représentation implicite.

Résultant et représentation implicite. On considere une courbe plane € admettant une représentation
paramétrique polynomiale, i.e., € est]’ensemble des points du plan de la forme (x(£), y(1)), ou x(¢) et
y(t) sont des polyndmes en une variable . On montre que € a pour équation implicite f(x,y) =0, ou

fx,y) = res;(x—x(8),y—y(1),

les polyndomes x — x(#) et y — y(¢) étant des polyndmes de trois variables x, y, t. En effet, les coefficients de
plus haut degrés en ¢ de x — x(t) et y — y(¢) sont constants, de sorte que d’apres la proposition 2.2.4, on a

Z(f(x,y) = n(Zx=x())NZy-y(®),

oun:K3— K2 (x,y2) — (x,¥). Or, (x, ¥, 1) est un zéro commun de x — x(t) et y — y(t) si et seulement si
onax=x(t)ety=y(t),ie,sietseulementsi (x, y) € €. Ainsi, les solutions de f(x, y) = 0 sont les points
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de €, ce qui signifie que € a pour équation implicite f(x, y) = 0. A titre d’illustration, on considere la
courbe € de R? de représentation paramétrique (x(t), y(¢)) = (=3 +3¢,3¢%). Alors, € a pour équation
implicite f(x,y) =0, ou

flx,y) = res;(x+t3-3t,y—3t%) = y*—18y* —27x* +81y.

Bases de Grobner et représentation implicite. Une autre facon de trouver une représentation implicite
d’une variété (pas nécessairement une courbe) est de passer par les idéaux d’élimination. On considere
une variété V < K¢ paramétrée par m parametres : les points de V sont des la forme

(xX1(t1, ety )y ey Xg (B, - o0y B)).

On admet [1, Théoréme 3.3.1], qui stipule que V (INnK[x1, ..., X4]), estla plus petite variété affine contenant V,
ou

I = I(xl—xl(tl,...,tm),...,xd—xd(tl,...,tm)) SKELy.nns by XL X,
Comme précédemment, 1'idéal I apparait naturellement car les points de V sont les points de la
forme n(tl,...,tm,xl,...,xd), ou (t1,..., tyy Xgy--.,Xg) € V) et m(ty,..., Ly, Xy ..., Xgq) = (X1...,%x4). On

illustre cette méthode par un exemple. Soit la surface . c R® de représentation paramétrique
(x(t,w), y(t,w) = (t+u, t>+2tu, t2 +3t°u).

On considere I'idéal I = I (x—t—u,y — * - 2tu,z— > = 3r*u) < R[t, u, x, y, z]. Alors, une base de Grébner
de I pour I'ordre lex induit par z < y < x < u < t est composée de polyndomes dont un seul est dans I'idéal
d’élimination I NR[x, y, z] :

3 3 1
3 2.2 3 2
X, ),Z2) = X 2——X ——XyZ+ + -2

D’apres le théoreme d’élimination 4.2.3, V(I nR[x, y, z]) est engendré par g, si bien qu'une représentation
implicite de .# est donnée par g(x, y, z) = 0. Il s’avere que dans ce cas .¥ est bien égal a Vg (g)
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